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We provide a description of unipotent characters of a wreath product of general 
linear groups over a finite field as linear combination of generalized 
Deligne-Lusztig characters. © 1999 Academic Press 
Nous donnons une description des caract~res unipotents d'un produit en 
couronne de groupes Iin~aires ur un corps fini comme combinaison lin~aire de 
caract~res de Deligne-Lusztig ~n6ralis~s. © 1999 Academic Press 
INTRODUCTION 
Soit G ° = GLn([}:) d, oh ~: est une cl6ture alg~brique d'un corps fini et n 
et d sont deux entiers naturels non nuls. Le groupe sym4trique @d agit 
par permutation des composantes de G ° et on note G le produit semi-di- 
rect G ° x ~ d" Alors G est un groupe rdductif non connexe. On le munit 
d'un endomorphisme d  Frobenius F: G ~ G, dont la restriction h G ° est 
la composition d'un automorphisme induit par un 414ment de ~d et de 
l 'endomorphisme d Frobenius d6ploy6 naturel. Le but de cet article est 
de dficrire les caract~res unipotents du groupe fini G F. 
On obtient un param6trage de ces caract~res unipotents par les 
caractbres irr4ductibles de W F, oh West  le groupe de Weyl de G (cf. Eq. 
(7.4.3)). On 4tablit aussi que tous les caract~res unipotents de G F sont des 
combinaisons lin6aires explicites de caract~res de Deligne-Lusztig 
g6n&alisds (cf. [DM2]): c'est le th6or~me 7.3.2. Cette description permet 
de calculer les foncteurs d'induction de Lusztig (cf. th6or~me 7.6.1). Au 
cours de la preuve du thdor6me 7.3.2, on fait le lien entre ces r&ultats et 
la descente de Shintani des caract~res du groupe g6ndral lin6aire sur un 
corps fini en adoptant le point de vue de Digne [D] (cf. thdorbme 8.3.3). 
Dans les sections 2 et 3, on rappellera les r4sultats classiques ur les 
repr6sentations de produits en couronne de groupes finis. Darts la section 
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5, on g6neralisera les r6sultats de [DM2] sur les groupes de points fixes 
d'un automorphisme quasi-central dans un groupe r6ductif connexe quel- 
conque. La section 6 est consacr6e au rappel des r6sultats de [DM2], 
6nonc6s toutefois dans un cadre un peu plus g~n6ral, sur les foncteurs de 
Lusztig dans les groupes r6ductifs non connexes. Dans la section 7, on 
s'int~ressera aux groupes G dficrits ci-dessus: on y 6noncera le th~or~me 
7.3.2 et on y 6tablira quelques-unes de ses cons6quences (param~trage d s 
caract&res unipotents de G e (cf. Eq, (7.4.3)) et le th~or~me 7.6.1 qui d6crit 
l'induction de Lusztig des caract~res unipotents). La derni~re section 8 
sera consacrde h la preuve du th6or~me 7.3.2. Cette preuve repose sur les 
m~mes arguments que ceux de Lusztig et Srinivasan dans [LS], oh sont 
d~crits les caract~res unipotents du groupe g6n~ral lin~aire sur un corps 
fini. La g6n&alisation s'obtient en utilisant constamment les r6sultats de 
Digne et Michel sur les foncteurs de Lusztig dans les groupes non 
connexes [DM2]. 
1. NOTATIONS 
1.1. Corps. Soit p un nombre premier et soit I: une clSture alg6brique 
du corps fini h p 616ments n:p. On se fixe une puissance q de p et on 
notera ~q le sous-corps de F h q 616merits. Toutes les vari6t6s et tousles 
groupes alg6briques eront consid6r6s ur B:. 
On se fixe d'autre part un nombre premier l diff6rent de p et on notera 
Qt une clSture alg6brique du corps l-adique Ql. On choisit aussi une fois 
pour toutes un automorphisme QI ~ Ql, x ~ ~, tel que ~ = ~--1 pour 
toute racine de l'unit~ ~" dans ©l. Si Vest  un Ql-espace vectoriel de 
dimension finie, on notera V A son dual Horn(V, Ql). Si X est une varidt6, 
on notera, pour tout entier naturel i, Hc'(X) le Qt-espace vectoriel 
H;(X, Qp. 
1.2. Groupes finis. Si G est un group_e fini, on notera_ Irr G l'ensemble 
des caract~res irr~ductibles de G (sur QI) et ~(G)  le Ql-espace vectoriel 
des fonctions centrales G ~ Qr On notera 7/Irr G le sous-7/-module de 
~(G)  engendr6 par le caract~res irr6ductibles de G (on a ~(G)  = QI 
2~ Irr G). 
On appellera G-module un Q1G-module h gauche de dimension finie. Si 
H est un autre groupe fini, on appellera G-module-H un QtG-QIH-bi- 
module de dimension finie (sur lequel G agit h gauche et H ~ droite). On 
notera ~G le groupe de Grothendieck de la catdgorie des G-modules 
(~G est canoniquement isomorphe h ~ Irr G). 
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S iy  et 3" sont deux fonctions centrales ur G, on notera 
1 
(y ,  y ' )~  = (y ,  y '}  = ~ g~Gy(g)y ' (g ) .  
Alors ( , }ces t  un produit scalaire sur ~'(G) pour lequel Irr G est une 
base orthonormale. 
Pour finir, on notera CI(G) l'ensemble des classes de conjugaison de G. 
2. PRODUITS EN COURONNE 
On va rappeler ici quelques rEsultats ur les representations deproduits 
en couronne de groupes finis, ce qui permettra de fixer quelques notations. 
Si E est un ensemble fini, on notera G E le groupe des permutations de 
l'ensemble E. Si H est un groupe, on notera H E le groupe des familles 
(hx)x~ e d'E16ments de H muni du produit naturel. S id  est un entier 
naturel non nul, on notera @ a le  groupe des permutations de l'ensemble 
td = {1 . . . . .  d}. 
2.1. Notations. Soit run  erltier naturel non nul. On se fixe des entiers 
naturels non nuls d~ . . . . .  d r ainsi que des groupes finis G1, . . . ,G  r. On 
notera G le groupe fini: 
G = f l  (G, x ... × Gi) 
d, lois 
On se fixe aussi un groupe fini A ainsi qu'un morphisme de groupes q~: 
A ~ '~Clx × "'" × ~<,  a ~ (~1 . . . . .  ar). Le groupe A agit sur le groupe 
G de la mani~re suivante: pour tout a e A et pour tout (g,1 . . . . .  g,d,)l <_, <_ r 
e G, on pose 
C~(gi l , ' " ,  gicl,)l<_,<r = (gia.~(1) . . . .  , glaC~(,))l<i<_r" 
On notera G le produit semi-direct G ;~ A. 
2.2. Classes de a-conjugaison. On se fixe un ElEment ~ e A. Deux 
ElEments g et g '  de G sont dits a-conjugds s'il existe xdans  G tel que 
g' = x-lgo~(x). On notera H~(a, G) l'ensemble des classes de a-conjugai- 
son de G. 
Pour tout 1 _< i < r, on notera f~', l'ensemble des orbites de oz, dans Id. 
Le groupe G ~ sera identifi6 avec le groupe 
G ° -- ( IG2 : .  
t= l  
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Soit a )~ i  et soit j ~ w. On pose, pour tout g=(g ,1  . . . . .  g~d,)l<,_<~ 
G, 
~,. ,~(g)  = g,,~i-~O~ ... g,<(j~g,;, 
oh l = I w[. On pose alors 
,n.c~(g ) = , f iG(g)  = (Tr2,c~(g)) l<i<_r ~ GC~. 
~oE ft~ 
L'application %:  G --+ G ~ n'est pas d4finie de mani~re unique car elle 
d6pend du choix d'un repr&entant dans chaque orbite de a. Cependant, 
on a le lemme suivant. 
LEMME 2.2.1. L'application %:  G ---> G ~ est surjective e ta  toutes ses 
fibres de cardinal ]Gh/]G~[. De plus, elle induit une bijection, toujours not& 
%:  H I (a ,G)~ CI(G~). Cette bijection ne depend pas du choix d'un 
reprdsentant dans chaque orbite de a. 
Soit maintenant un caract~re irrdducible X de G, invariant sous a. I1 
existe des caract~res irrdductibles Xi j , . . . ,  X,< de G, (1 < i _< r) tels que 
x = 
i=l 
Soient je t  j '  deux 616ments de I<. Si j e t  j '  sont dans la m~me orbite 
sous l'action de a z, alors X,j = X,/. On pose alors 
r 
oh, pour tout w ~ ~/~, j~ est un dldment de ~o (1 _< i ___ r). On a alors le 
lemme suivant. 
LEMME 2.2.2. L'application 
( Irr G) ~ ~ Irr G ~, 
est bijective. 
Soient o~ et /3 deux 616ments de A qui commutent.  Alors /3 stabilise G ~ 
et, puisque /3 permute les orbites de a,  /3 agit sur G ~ par permutations 
des composantes. En particulier, on a une bijection (Irr G~) ~ --+ 
Irr((G~)t~). D'autre part, si X est un caractkre irr6ductible de G invariant 
sous a et /3, alors /3 stabilise X~ E Irr G% 
Si on note G < ~ le sous-groupe de G form6 des 616ments invariants 5 la 
lois sous o~ et 13 et si on note (Irr G) ~'# l'ensemble des caract~res 
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irrdductibles de G invariant h la fois sous ce et /3, on peut consid6rer le 
diagramme 
(Irr G) ~'~ , (Irr G" )  ~ 
l 
(Irr 
(2.2.3) 
LEMME 2.2.4. Le diagramme 2.2.3 est commutatif. 
2.3. Extension canonique d'une reprdsentation irrdductible de G. On se 
fixe une repr6sentation irr4ductible p: G ~ GL(V), oh V est un Qrespace 
vectoriel de dimension finie. On notera X son caract~re. On notera G(X)  
le stabilisateur, dans G, du caracthre X. On notera aussi A(X)  le stabilisa- 
teur, dans A, du caracthre X, de sorte que 
G(X)  = C >~A(x) .  
PROeOSIT1ON 2.3.1. II existe une reprdsentation et une seule P: G(X)  
GL(V) vdrifiant les dezoc onditions uit~antes (on note ~( le caract~re de 15): 
(a) La restriction de D h G est p, 
(b) Pour tout oe ~ A(X) ,  ~((a) est un entier naturel non nul. 
On a alors, pour tous g ~ G et a ~ A(X) .  
y((ge~) = X~(%(g) ) .  (2.3.2) 
Preuve. Si /5 et 15' sont deux reprdsentations G(X)  ~ GL(V) v&ifiant 
les conditions (a) et (b) de la proposition 2.3.1, alors d'apr~s (a), il existe un 
caract~re lindaire ( de A(X)  tel que, pour tout a ~ A, on ait 
La condition (b) implique que ~(a)= 1 pour tout oe ~A(X)  et donc 
t5' = 15. Cela montre l'unicit6 de 15. 
On va maintenant montrer l'existence. Pour cela, quitte ~ d6composer 
en produits de groupes finis, on peut supposer que r = 1, que A = @ d~ et 
que X est invariant sous ~d.  I1 existe donc un caract~re irr6ductible )¢1 
de G 1 tel que 
/It/ = X1 @ ""  @ /t(1" 
da fois 
On note p~: Ga --+ GL(V~) une repr6sentation irr6ductible de G 1 ayant 
pour caract~re X~- On peut alors supposer que V = Va ® "'" ® V~ et que 
p = p~ ® ... ® p~ (d~ fois). 
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On pose, pour tout a ~ @a~ et pour tous ul,..., Udt dans 1,71, 
® " ' "  ® " .1)  = ® "'" ® 
ce qui d6finit un automorphisme IS(a) de V. On pose alors, pour tous 
o~ @d~ et g~G,  
~(ga) = p(g)~(a) .  
I1 est facile de v~rifier que iS: G ~ GL(V) est une repr6sentation de G, 
que sa restriction 5 G est ~gale 5 p et c'est un exercice facile d'alg~bre 
lin4aire de v4rifier Eq. (2.3.2). On a alors, pour tout a ~ @d~, 2 (a )  ---- 
X~(1), ce qui montre que t5 v6rifie aussi (b). | 
Dt~FINITION 2.3.3. La repr6sentation /5 de G(X) construite comme 
pr~c~demment sera appel~e l'extension canonique de p. On dira aussi que 
~" est l'extension canonique de X ?t G(X). 
Soit a ~ A. Si 3' et Y' sont deux fonctions sur Go~ invariantes par 
conjugaison sous G, on posera 
1 
- E 
IGI g~G 
2.4. Paramdtrage des caract&es irrdductibles de G. D'apr~s la proposi- 
tion 2.3.1, tout caract~re irrdductible de G admet une extension 5 son 
groupe d'inertie. La th6orie de Clifford dans ce cadre-l~ s'en trouve 
considfrablement simplifi6e. 
On notera J (G ,  A) l'ensemble des couples (X, ~) oh X est un caract~re 
irrdductible de Get  ~ est un caract~re irr4ductible de A(X). Si (X, ~) 
J (G ,A)  et si a ~A,  alors (~X,"~)~J (G ,A)  car ~ est un caract~re 
irr6ductible de ~A(X) = A(~X) • Cela d6finit une action du groupe A sur 
l'ensemble J (G ,  A). On notera J (G ,  A) l'ensemble des orbites de A dans 
J(G, A). Si ( X, ~) ~ J (G ,  A), on notera X * ~ l'orbite de (X, ~) sous A. 
On pose 
Fx ,¢= F 6 xY~ = Ind'(x)(  2 ® ~)- (2.4.1) 
Le caract~re Fx~ ~ de G ne d6pend effectivement que de l'orbite de ( X, ~) 
sous A. De plus F x, ¢ est un caract~re irr6ductible de Get  
Ind~ X = ~ ~(1)Fx. ¢. (2.4.2) 
~ Irr A(X) 
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D'autre part, l'application 
J (G ,  A) --+ Irr d 
(2.4.3) 
est bijective. 
2.5. Transformation de Mellin. On notera SV(G,A)  l'ensemble des 
couples (X, o~) oh X est un caract~re irrdductible de Get  o~ appartient 
A(X) .  Si (X, oe) ~ jV(G,A)  et si /3 ~A,  alors (~X,~a) ~JV(G,A)  car 
t~oe appartient 5 CA(X) = A(¢X) • Cela d6finit une action de A sur J V(G, A). 
On notera 3v(G,  A)  l'ensemble des orbites de A dans j r (G ,  A). Si 
(X, oz) ~V(G,A) ,  on notera X* oe l'orbite de (X, a) sous A. 
On posera alors, pour tout X * a dans j r (G ,  A), 
1~ x = ]~ = ~ ~(a)Fx .  ~ (2.5.1) *o~ 3 /*a  
~:~ Irr A(X) 
remarque encore que Fx*- ne d@end que de l'orbite sous On A de 
(X, a) dans SV(G,  A). 
LEMME 2.5.2. (a) Soit X * ~ ~J (G ,  A). Alors 
1 
- E 
(b) (l~x..)~. ~_~ jr(< A) 
pour tout X * oe ~dCV(G, A), 
est une base orthogonale de ~(G). On a, 
(c) On suppose A ab~lien. Soit X * c~ ~ J v (G, A) et soient g ~ Get  
/3 ~ A. Alors 
{IA(x)lrx.,(g/3), si ~ =/3 ,  
r~ * ° ( g /3 ) = o,  , i , o , , .  
Preuve. Le (a) est clair et le (b) r&ulte imm6diatement du (a). 
Montrons le (c). On suppose donc A ab6lien. Si /3 n'appartient pas h 
A(X) ,  alors l~x,~(g/3)= 0. On peut donc supposer que 13 appartient 
h A(X). Puisque A est ab61ien, on a, pour tout caract~re irr~ductible 
de A(X), 
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Par consequent, 
f~(g~)  = E ~(,~)~(/3)r~.~(g/3) 
~:~ Irr A(X) 
= si ~ =/3,  
O, sinon. 
3. INDUCTION TORDUE ET PRODUITS 
EN COURONNES 
3.1. Induction tordue. On se fixe un groupe fini H et un sous-groupe K 
de H. Soit do un automorphisme de H. Soit x un 616ment de H tel que 
xdo ~ H x (do) normalise K. Si X est une fonction sur Kxdo invariante par 
- -  H~ la fonction conjugaison sous K (h valeurs dans QI), on notera IndK ~ X 
sur Hdo d6finie par 
1 
H0 (IndK~6 x)(hdo) = ~ E X( y ~(hdo)) 
y~H 
- I  
y (h4~)~Kx4o 
1 
- ~ X(y-lhdo(Y)do). 
]KI ycH 
v ~hd2(y)~Kx 
m 
Soient E(K, xdo) et E(H, do) deux Q1-espaces vectoriels et soit R~: 
E(K, xdo) ~ E(H, do) une application lin4aire. On suppose donn6e deux 
applications 
et 
H ~ E(H,  do) 
h ~-~ p~ 
K ~ E(K ,  x6)  
k~-': K Pk , 
telles que pff = Pt~ (respectivement p~ = p~) si h6  et h '6  (respective- 
ment ~do et k'xdo) sont conjugu~s ous H (respectivement K) et telles 
que, pour tout k ~ K, on ait 
= pL. 
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Si ~/ (respectivement X) est une fonction sur H~b (respectivement KxqS) 
invariante par conjugaison sous H (respectivement K), on pose 
(respectivement 
1 
Rf- I2 ~(h¢)p,," 
IHI h~H 
1 
'~-  E X(~¢)p# ). Rx IKI k~K 
LEMME 3.1.1. 
SOUS K. Alors, 
Soit X une fonction sur Kxch invariante par conjugaison 
Pretwe. 
R~ ( R~ ) = R,nd~t~ x . 
H6 On a, par definition de l'induction IndKx6 ,
1 1 
H ~H -I R .~ = E x(Y (h~))d' 
~nd~x~ X IHI h IK[ yeH 
1 1 
- rill , ,~  7k5 y~H 
Y ~(h&)~Kxd) 
= 1 E X ( ~ 6 ) R f ( P~ ) 
=Rf(R~) .  
3.2. Induction tordue et produits en couronne. On reprend les notations 
de la section pr6c6dente 2 (Gi, G, A, G, ... ). Pour tout 1 _< i < r, on note 
G I un sous-groupe de G,. On pose 
G, = ] - I  (~;  x ... x c ; ) .  
l<i<_r~ 
d~ fois 
Alors G'  est un sous-groupe de G stable sous A. 
On suppose dans ce paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, que A est 
cyclique engendrd par un dldment a. On reprend les notations du paragraphe 
prdcddent avec H = G, K = G', et x = 1. 
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Si X est un caract~re irr6ductible de G ~, on notera X le caract~re 
irr6ductible de G stable sous oe associ4 h X par le lemme 2.2.2 (tel que 
× ~ = X), et on notera 5( l 'extension canonique de × ~ G. On identifiera 5~ 
avec sa restriction h Ga .  
Si f est une fonction centrale sur G ~, on 6tendra ces d6finitions par 
lin4aritd en posant 
f = E ( f ,  X)X ,  
X¢ Irr G ~ 
f=  E ( f ,x}Yt ,  
x~lrr  G" 
de sorte que, pour tout g ~ G,  on ait f (ga)  = f(%(g)). 
LtMME 3.2.1. Soit f '  une fonction centrale sur G' C On pose f = Ind~7o f ' .  
Alors 
f=  Ind~ J~. 
Preuve. En utilisant le lemme 2.2.1, il existe une application ~rf': 
G' -~ G '~ et il est facile de v&if ier que ~rf '  est la restriction de ~rf 5 G ' .  
Quitte h d4composer  le probl~me en produits directs, on peut  supposer 
que r = 1. On pose alors d = d 1. On peut aussi supposer que a ~ ~d et 
m~me que a = (1, 2 . . . . .  d). 
Soient & , . . . ,  gd dans G> Alors (g l , . . . ,  ga)ce est conjugu6 5 (gd . . .  gl, 
1 , . . . ,  1)a.  Pour montrer  le lemme 3.2.1, il suffit donc de montrer  que, 
pour tout g ~ G a, 
f((g, 1 . . . . .  1) a)  = (Ind   "' I ) ( (g ,  1 , . . . ,  
Soient x 1 . . . .  , x a dans G a. Alors 
(x~ ...... ~) ' ( (g ,  1 . . . . .  1 )a )  
= (xl lgXd, X2JX1 . . . . .  xdlXd_I)OL. 
Par cons6quent, (< ...... ~) 'f ig, 1 , . . . ,  1 )a)  ~ G'a  si et seulement si 
xl lgXd,X21X1,. . . ,XdJXd_1 ~ atl, 
c'est&-dire si et seulement si 
XdlgXd,X21Xl, . . . ,  XdlXd_l E G~I .
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On a alors 
(Ind,< f')((g, 1) 
1 
-- E f '  ( (X l  lg;~Cd 
IG'l (x, . . . . . .  d)~c 
x~ lgx~ eG] 
(x I . . . . .  Xd_ l)~(XdG'1) ~-1 
, < ;% . . . . .  
1 
r t tX - i  -- E f t d gXd . . . . .  Xd lgXd)  
IG' l  (x, . . . . .  x~)~c 
x~ lgx d ~ G] 
(x I . . . . .  Xd_I)~(XdG'z) d-1 
1 
- ]G ,~[  E f ' (x - l (g  . . . .  ,g )x )  
x~G a 
x - i (g , . . . ,g )xcG '~ 
= (IndgTo f ' ) (~7(g ,  1 , . . . ,  1)) 
= f (~r f (g ,1  . . . .  ,1))  
4. CENTRALISATEURS DE SOUS-TORES 
Cette section est destinde ?a donner des r6sultats un peu plus gdn6raux 
que ceux dont on aura besoin dans la prochaine section 5. De plus, les 
r&ultats de cette section restent vrais sur un corps algdbriquement clos 
quelconque. 
4.1. Notations. Ces notations ne resteront en vigueur que dans cette 
section. Soit Gun groupe r6ductif connexe. Soit Tun  tore maximal de G, 
et soit A un groupe fini d'automorphismes de T. Si o- ~ A, on note encore 
o- Faction de o- sur Y(T) et sur X(T) (si x ~ X(T), alors o-(x) = x o o- 1). 
On pose L = CG((TA)°). Alors T est contenu dans Let  Lest  un sous-groupe 
de Levi d'un sous-groupe parabolique de G. 
4.2. Rdsultats. On va donner une description du syst6me de racines de 
L relativement ~ T (proposition 4.2.1) ainsi qu'une condition suffisante 
pour que L = T (corollaire 4.2.3). 
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PROPOSITION 4.2.1. Avec les notations ci-dessus, soit a une racine de G 
relativement h T. Alors a est une racine de L relativement ~ T si et seule- 
ment si 
o-(~) = O. 
o-cA 
Preuve. Par d6finition de L, oz est une racine de L relativement h T 
si et seulement si la restriction de a h (TA) ° est le caract~re trivial, 
c'est-~-dire si et seulement si a est orthogonale h Y((Ta) ° ) ~ Y(T). Pour 
la suite de cette preuve, on a besoin du lemma suivant. 
LEMME 4.2.2. On a Y((TA) °) = Y(T) A. 
Preuve du Lemme 4.2.2. Soit y ~ Y(T) A. Alors l'image de y est con- 
tenue dans T A, et, puisqu'elle st connexe, elle est contenue dans (TA) ° . 
Par suite, y ~ Y((TA) ° ). La rSciproque st imm6diate. I 
Supposons que a soit orthogonale ~Y((TA) °). Soit y ~ Y(T). On pose 
Y' = E ,~A o'(y), et a '  = E~A o-(a). Alors y '  ~ Y(T) A, donc, d'apr~s 
le lemme 4.2.2, (o~,y')  = 0. Or, (a ,y ' )  = (a ' ,y ) ,  ce qui montre que a '  
est orthogonal ?~ Y(T), c'est-h-dire st trivial. 
R6ciproquement, supposons que E~ ~ A o-(a) = 0. Soit alors y ~ Y(T) A. 
On a 
0= ,)= (o 
= IA I (~,y ) ,  
E ~-'(y)) 
o-cA 
car y est stable sous A. Par suite, a, y)  = 0, ce qui montre que a est 
une racine de L relativement h T. | 
COROLLAIRE 4.2.3. Soit Bun  sous-groupe de Borel de G contenant T. 
On suppose que A stabilise le syst~me de racines positives de G relativement 
au couple (T, B). Alors CG((TA) ° ) = T. 
Preuve. On pose L = C~((TA) °). Soit a une racine de L relativement 
h T, positive relativement ~l'ordre d6fini par B. Par hypoth~se, o-(a) est 
une racine positive pour tout ~r ~ A. Or, d'apr~s la proposition 4.2.1, on a 
~(c~)  = 0, 
o-cA 
ce qui est impossible. On en d~duit que le syst&me de racines de L 
relativement h T est vide, c'est-h-dire que L = T. | 
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5. AUTOMORPHISMES QUASI -CENTRAUX 
Cette section est consacr6e 5 la gdn6ralisation des r6sultats de [DM2] 
sur l'6tude du groupe des points fixes d'un groupe r6ductif sous un groupe 
ab6lien d'automorphismes quasi-centraux (la d6finition 5.1.1 rappellera ce 
qu'est un automorphisme quasi-central). La g6n&alisation tient essen- 
tiellement dans la proposition 5.2.1 qui permet de raisonner par r6cur- 
fence sur le cardinal de ce groupe d'automorphismes pour se ramener aux 
r6sultats de [DM2]. 
Les r6sultats des paragraphes 5.1 ~ 5.3 restent vrais lorsque les groupes 
consid6r6s ont d6finis sur un corps alg6briquement clos quelconque. 
5.1. Notations. Soit Gun groupe r6ductif connexe. Soit B 0 un sous- 
groupe de Borel de G et soit T o un tore maximal de B 0. On note q~ le 
syst~me de racines de G relativement 5 T 0, et A la base de q~ associ~e 
B 0. Pour tout a ~ ~, on notera U~ le sous-groupe unipotent de G associ~ 
~tc~. 
Soit A un groupe fini abdlien d'automorphismes de G stabilisant To et 
B 0. Les ~16ments de A sont donc, par d6finition, des automorphismes 
quasi-semi-simples de G (cf. [S]). Tout 616ment o- ~ A induit un automor- 
phisme de X(T 0) que l'on notera toujours or: cet automorphisme p rmute 
les racines de G relativement ~T 0. 
Dt~FINITION 5.1.1 ([DM2], dfifinition-thdor~me 1.15). Un automor- 
phisme o- de G sera dit quasi-central s'il est quasi-semi-simple et si, pour 
tout g ~ G tel que l 'automorphisme r = cr o ad g de G soit quasi-semi- 
simple, on a dim G ~ < dim G% 
On suppose que les 616ments de A sont des automorphismes quasi- 
centraux de G. Le but de cette section est de g6n&aliser au cas oh A est 
ab6lien les rdsultats de [DM2], section 1, sur l'6tude du groupe des points 
fixes de G sous A: dans [DM2], il n'est traits que le cas oh A est cyclique 
(c'est cependant le cas le plus difficile, la g6n&alisation e se faisant que 
par r6currence sur le cardinal de A). 
Remarque. Le groupe cyclique engendr6 par un automorphisme quasi- 
central n'est pas n6cessairement un groupe d'automorphismes quasi- 
centraux: il se peut qu'une puissance d'un automorphisme quasi-central ne 
le soit pas (cf. [DM2], 1.20). 
5.2. Rdcurrence. L'essentiel de la gdn6ralisation des r6sultats de [DM2] 
tient dans la proposition 5.2.1 que l'on va 6noncer dans ce paragraphe t 
qui permet, en raisonnant par r6currence sur le cardinal de A, de se 
ramener au cas oh A est cyclique. 
PROPOSITION 5.2.1. Soit A '  un sous-groupe maximal du groupe Aet  soit o- 
un dl&nent de A n'appartenant pas ~ A' .  On pose G' = (G~) °. Alors Ies 
dldments de A ' induisent des automorphismes quasi-centraux de G '. 
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Preuve. Puisque A est ab61ien, le groupe G' est stable sous A' .  D'apr~s 
[DM2], th~or~me 1.8(i), le groupe G' est un groupe r~ductif connexe (cela 
n'utilise que la quasi-semi-simplicit6 des 616ments de A). On pose T; = T O 
N t3' et B~ = B 0 n G'. D'apr~s [DM2], thdor~me 1.8(iii), B'0 est un sous- 
groupe de Borel de G' et T; est un tore maximal de B' 0. Le groupe A 6tant 
ab61ien, T; et B'0 sont A'-stables. 
Soit (x~: F ~ U~)~ ~ e une famille d'isomorphismes. Pour tous ~- ~ A et 
a ~ ~,  on notera c~, ~ l 'unique 616ment de F × tel que 
v~e F, ~x~(~) =xT~>(c~,~). 
On posera d'autre part C~, ~ = c~ ~, oh i est le plus petit entier naturel 
non nul tel que c r i (a )= o~ (c'est-~t-dire le cardinal de l'orbite de a 
sous o-). Puisque o -~ est un automorphisme quasi-central, il rdsulte du 
th6or6me 1.8(v), de [DM2] que C~,~ = c¢,,~ = C~,,~ = 1 car o - ' (a )  = a. 
Quitte ~ modifier les x~ (~ ~ 2x) par un automorphisme de F (c'est-?~-dire 
par la multiplication par un 416ment de Izx), on peut supposer que 
%, ~ = 1 pour tout a ~ A, c'est-?t-dire 
v~ ~ ~, v~ F, ~x(~) =x~(~) .  
Si ~- ~A et si ~ ~ A, alors on a, pour tout ~ ~ Y, 
x~(c  ....  ~) =~xo(~) =%(~(c~,o~) =x~(c~,~) ,  
et, puisque A est ab61ien, 
~%(~) = ~xo(~) = %(o>(~) = x~(c~,  ~(~ ~). 
Par suite, 
c,, ~ = c . . . .  = c~, ~{~). (5.2.2) 
On note d#' le syst~me de racines de G' relativement ?~ T~ et A' la base 
de ~ '  associ6e ~ B~. Si ~ ~ d#, on notera o~' l'orbite de ~ sous o-. D'apr~s 
[DM2], th6or6me 1.8(v), 2x' peut 8tre identifi~ avec l 'ensemble des orbites 
de o- dans A. Soit (x ' , :  ~c ~ U'~,)~,~, une famille d' isomorphismes 
quelconque. Pour tous ~-~ A '  et pour tout c~' ~ ~ ' ,  on notera c'~, ~, 
l 'unique 616ment de F × tel que 
v~ ~, %,(~) =x,(~,~(c;,~,~). 
On se fixe ~- ~ A '  et o~ ~ zX. On note i le cardinal de l'orbite de o~' sous 
~-. Compte tenu de [DM2], ddfinition-th4orhme 1.15(v), pour montrer que ~- 
induit un automorphisme quasi-central de G', il suffit de montrer l'6galit4 
On remarque que c'~,, ~, ne d@end pas du choix de la famille (x'~,)~,~ ,,. 
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Puisque ~.i(~,) = a '  et puisque ~-(o~') = ~-(ol)' (car A est abdlien), il 
existe j • Y tel que T i (a)  = o-J(oz). Or, d'apr~s la formule (5.2.2), on a 
CTz ,  O~ ~ CTzo-  J, ol " 
On pose r '  = rio - J. On a r ' (~)  = oz et r '  est un automorphisme quasi- 
central de G. Donc, d'apr~s [DM2], thdor~me 1.15(v), on a c~, ~ = 1. Par 
suite, 
c~, , ,  = 1. (5.2.3) 
Premier  cas: Supposons que, pour toutes racines /3 et 7 dans o~', /3 + 7 
ne soit pas une racine. On pose alors, pour tout ~ • F, 
= I - I  
]~Ca t 
Puisque x¢(~)et  x~(~: ' )commutent  pour tous /3 et 7 dans oz' et ~: et ~:' 
dans F (cela rdsulte des relations de Chevalley et du fait que /3 + 7 n'est 
pas une racine), l 'application x'~, est bien d$finie, ne d6pend pas de l 'ordre 
darts lequel on effectue le produit et est un morphisme de groupes. C'est 
mSme un isomorphisme de groupes x~,.' • F ~ U'~,. I1 est facile de vdrifier 
que 
c'~, ~, = c~,,~ = 1, 
d'aprhs la formule (5.2.3), ce qui montre (~) dans ce cas-l~. 
Deux i~me cas: Suppons maintenant rouv4e une racine /3 darts or' telle 
que a + /3 soit une racine. On pose 7 = a +/3.  Alors a et /3 sont les 
deux racines "du mil ieu" d'une composante irrdductible de type Azn 
(n _> 1) du graphe de Dynkin de (G, To, B0). On peut donc supposer que, 
pour tous ~: et ~/dans F, on a 
[xo(~) ,x~( , ) ]  = x , (~, ) .  
Par suite, c~, ~ = c~, ~ c~, ¢ = c 2, ~ car c~, ~ = c~, ¢ d'aprhs la formule (5.2.2). 
On note k le plus petit entier naturel tel que /3 = o-k(o~). Alors k est le 
cardinal de l 'orbite de 7 sous o-; on remarque aussi que la somme de deux 
racines de 7 '  n'est pas une racine. On peut aussi supposer alors que, pour 
tous ~:~ Yet0<j  <k-  1, 
On a alors, d'apr~s [DM2], th4orhme 1.8(v), 
= 
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• Si p = 2: Dans ce cas, il est facile de v6rifier que, si on pose 
= l - I  
~Y'  
pour tout ~ ~ I z, alors x ' ,  est un isomorphisme F ~ U'~,. Or, c'_, = 
c~,,~ = c~, ~ = 1 d'aprhs la formule (5.2.3). D 'oh  (~). 
• Si p # 2: Dans ce cas, un calcul fastidieux mais facile montre que, 
si on pose 
= 1- I  
j=0 
/ , = CT I ,  a pour tout ~ ~ 7, alors x, ,  est un isomorphisme ~- ~ U',, et c~, ~, 
= 1 d'aprSs la formule (5.2.3). Cela termine la d6monstrat ion de (~). | 
5.3. f~tude du groupe (GA) ° . On va 6tudier dans ce paragraphe les 
rapports entre les sous-groupes de Borel, les sous-groupes paraboliques, 
les tores maximaux, et les sous-groupes rSguliers de Get  ceux de (GA) ° . 
PROPOSITION 5.3.1. (a) Le groupe G A est rdductif. 
(b) L'applieation B ~ B • (GA) ° induit une bijection entre l'ensemble 
des sous-groupes de Borel A-stables de G et l'ensemble des sous-groupes de 
Borel de (GA)  ° . 
(c) L'application (T,B) ~ (T (3 (GA)°,B A (GA)  ° )  induit une bijec- 
tion entre l'ensemble des couples (T, B) oh Best  un sous-groupe de Bowl 
A-stable de Get  Test  un tore maximal A-stable de Bet  l'ensemble des 
couples forrnds d'un tore maximal de (G  A) ° et d'un sous-groupe de Borel de 
(GA) ° le contenant. 
(d) Soit Tun  tore maximal A-stable d'un sous-groupe de Borel A-stable 
de G. On a T = CG(T O (GA)  ° ). 
Preuve. On va montrer  (a), (b), et (c) par r6currence sur IA[. Si IA[ = 1, 
il n'y a rien h d6montrer. On suppose donc [A[ > 2 et les r6sultats (a), (b), 
et (c) vrais pour le couple (G',  A ' )  construit clans la proposit ion 5.2.1 dont 
on reprend les notations (A ' ,  o-, G' ,  TO, B'0,... ). On remarque que, puisque 
A est engendr6 par A '  et or, on a (GA)  ° = (Cr'A') °. 
Par hypoth~se de r@urrence, le groupe G 'A' est r6ductif, donc G A est 
rdductif. 
Soit Bun  sous-groupe de Borel A-stable de G. Alors, d'apr~s [DM2], 
th6or~me 1.8(iii), B n G' est un sous-groupe de Borel de G'.  Puisque A 
est ab61ien, B ~ G'  est A'-stable,  et donc, par hypoth~se de r6currence, 
B ~ (G'A') ° est un sous-groupe de Borel de (G 'A ' )  ° = (GA)  ° . L'appl ication 
du (b) de la proposit ion 5.3.1 est donc bien d6finie. 
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Soient B 1 et B 2 deux sous-groupes de Borel A-stables de G tels que 
B 1 N (GA) ° = B 2 N (GA) °. A lors ,  par hypoth~se de r6currence, B 1 N G'  
= B 2 N G'. Par suite, d'apr~s [DM2], d6finition-th6or~me 1.15(ii), on a 
B 1 = B 2, ce qui montre l'injectivit6 de l'application B ~ B n (GA) ° . 
Soit B" un sous-groupe de Borel de (GA) ° . Par hypothbse de r6currence, 
il existe un sous-groupe de Borel A'-stable B' de G' tel que B' N (GA) ° = 
B". D'apr~s [DM2], d6finition-thdor~me 1.15(ii), il existe un unique sous- 
groupe de Borel o--stable B de G tel que B N G' = B'. Par unicit6 de B, ce 
dernier est A'-stable car B' l'est. Donc B est A-stable car il est aussi 
o--stable. D'autre part, B N (GA) ° = (B N G') N (GA) ° = B' ¢3 (GA) ° = 
B". L'application B ~ B N (GA) ° est donc surjective, ce qui termine la 
d6monstration du (b). 
Le (c) se montre de la mSme mani6re que le (b) en utilisant le fait qu'il 
est vrai lorsque A = ( o- ), ce qui est d6montr6 dans [DM2], corollaire 1.25. 
Le (d) rdsulte imm6diatement du corollaire 4.2.3. | 
Remarque. Le (a) et le (d) de la proposition 5.3.1 n'utilise que la 
quasi-semi-simplicitd des 616ments de A. 
COROLLAIRE 5.3.2. Soit (T, B) un couple formal d'un tore maximal A-sta- 
ble T de G et d'un sous-groupe de Borel A-stable B de G le contenant. Alors 
il existe g ~ (Ga)  ° tel que 
g(T 0,B0) = (T,B) .  
Preuve. D'apr~s la proposition 5.3.1(c), il existe g e (GA) ° tel que 
g(T o N (GA) ° ,B  o N (GA) °) = (T N (GA) ° ,B  N (GA)°) .  
L'injectiv6 de l'application (T, B) ~ (T N (GA) ~ ,B n (GA) ° ) montre alors 
que g(T o, B o) = (T, B). I 
PROPOSITION 5.3.3. (a) L'application P ~ P N (GA) ° induit une bijec- 
tion croissante ntre l' ensemble des sous-groupes paraboliques A-stables de G 
et l'ensembIe des sous-groupes paraboliques de (G A )°. 
(b) L'application (L, P) ~ (L N (GA) ° , P N (GA) ° ) induit une bijec- 
tion croissante ntre l'ensemble des couples (L, P) ot~ Pest  un sous-groupe 
parabolique A-stable de G et Les t  un sous-groupe de Levi A-stable de Pet  
l'ensemble des couples (L', P') formgs d'un sous-groupe parabolique P' de 
(GA) ° et d'un sous-groupe de Levi L' de P'. 
(c) Avec les notations du (b), on a L = CG(rad(L N (GA) ° )). 
Preuve. Cela se ddmontre de la mame mani~re que le (b) et le (c) de la 
proposition 5.3.1, en utilisant le fait que le rdsultat est vrai lorsque A est 
cyclique (cf. [DM2], corollaire 1.25). I 
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COROLLAmE 5.3.4. Soit Pun  sous-groupe parabolique A-stable de Get  
soit L un sous-groupe de Levi A-stable de P. Alors il existe un couple 
(TL,B L) formd d' un tore maximal A-stable T L de L et d' un sous-groupe de 
Borel A-stable B E de L contenant TL. De plus, les dl&nents de A induisent 
des autornorphismes quasi-centraux de L. 
Prem,e. Soit (T', B') un couple form4 d'un tore maximal T' de L 
(GA) ° et d'un sous-groupe de Borel B' de P n (GA) ° contenant T'. Par 
suite, d'apr~s la proposition 5.3.1, il existe un unique couple (T, B) form6 
d'un tore maximal A-stable T de G et d'un sous-groupe de Borel A-stable 
B de G contenant T tel que T' =TA(GA)  ° et B' =BA(GA)  °. Alors 
T G Let  B G P. On pose By = B A L. Alors By est un sous-groupe de 
Borel A-stable de L contenant T = T L. 
Pour la dernibre assertion, on peut supposer, quitte h conjuguer par un 
414ment de (GA) ° , que T o _ Let  B 0 G P. I1 suffit alors d'appliquer par 
exemple [DM2], d4finition-th4or6me 1.15(iii). | 
5.4. Cas des corps finis. On suppose dor6navant que G est d6fini sur  ~Zq 
et on note F: G ~ G l 'endomorphisme d Frobenius associ& On suppose 
que tousles 416ments de A sont rationnels, c'est-5-dire commutent avec F. 
PROPOSITION 5.4.1. II existe un couple (T, B) oh B est un sous-groupe de 
Borel A-stable et F-stable de G et Tes t  un tore maxirnal A-stable et F-stable 
deB.  
Preuve. Soit B' un sous-groupe de Borel F-stable de (GA) ° soit T' un 
tore maximal F-stable de (G~) ° contenu dans B'. D'apr~s la proposition 
5.3.1(c), il existe un unique couple (T, B) oh Best  un sous-groupe de Borel 
A-stable de Get  T est un tore maximal A-stable de B tel que T A (GA) ° 
= T' et B ~ (GA) ° = B'. Par unicit~ du couple (T,B), ce couple est 
F-stable. | 
COROLLAIRE 5.4.2. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G 
(non n~cessairement rationnel) ayant un sous-groupe de Le~,i L qui est 
A-stable et rationnel. Alors il existe un couple (TL, B L) oh B E est un 
sous-groupe de Borel A-stable et F-stable de Let  T L est un tore maximal 
A-stable et F-stable de B e. 
Preuve. Cela r6sulte imm4diatement de la proposition 5.4.! et du coro- 
llaire 5.3.4. | 
PROPOSITION 5.4.3. Soit Pun  sous-groupe parabolique de G (non n~ces- 
sairement rationnel) qui possOde un sous-groupe de Levi rationnel L. Alors, si 
Ia GF-orbite du couple (L, P) est A-stable, elle contient un couple A-stable. 
Preuve. On va raisonner par r6currence sur [A[ comme dans la propo- 
sition 5.3.1. On reprend donc les notations du paragraph 5.2 (A' ,  o-, et G'). 
On suppose donc le r6sultat vrai pour le couple (G', A'). 
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D'apr~s [DM2], proposition 1.38, il existe un 616ment g • G e tel que 
g(L, P) soit o--stable. On peut donc supposer que le couple (L,P) est 
o--stable, ce qui sera fait par la suite. On pose P' = P C~ G' et L' = L C~ G'. 
Alors, d'apr~s [DM2], proposition 1.11, P' est un sous-groupe parabolique 
de G' et L' est un sous-groupe de Levi de P'. 
Soit ~- • A'. Par hypoth~se, il existe un 616ment g • G F tel que ~(L, P) 
=g(L,P). Puisque A est abdlien, le couple ~(L,P) est o--stable, donc 
g-lo-(g) appartient au normalisateur dans G du couple, (L,P), c'est-h-dire 
L. D'autre part, o- commute avec F, donc g-lo-(g) • L F. D'apr~s [DM2], 
proposition 1.39, on a g • G'F.L F. On peut donc supposer que g • CJ 'F, ce 
qui montre que la G'F-orbite de (L', P') est A'-stable. 
Par hypoth~se de r6currence, il existe g' • G 'F tel que g'(L',P') soit 
A'-stable. D'apr~s [DM2], corollaire 1.25, puisque g'(L, P) est o--stable, il 
est aussi A'-stable, donc A-stable. | 
6. GROUPES RI~DUCTIFS NON CONNEXES 
Soit Gun groupe r6ductif non n6cessairement connexe ddfini sur  ~-q, 
d'endomorphisme d Frobenius F: G ~ G. On va rappeler ici quelques 
r6sultats sur les groupes rdductifs non connexes, et notamment, on va 
construire l'induction et la restriction de Lusztig darts ce cadre-l~: cette 
construction a d6j5 6t6 faite dans [DM2], d6finition 2.2. La classe de 
sous-groupes rdguliers que l'on considbre iciest ldgdrement plus g6ndrale 
que celle consid6r6e dans [DM2]; les deux d6finitions ont reli~es par la 
proposition 6.3.2. 
6.1. Gdndralit~s. Les notions de sous-groupes de Borel et de sous- 
groupes paraboliques de G se d6finissent de la m~me mani~re que dans le 
cas oh G est connexe, c'est-~t-dire: 
DEFINmON 6.1.1. On appellera sous-groupe parabolique de G tout 
sous-groupe ferm6 de G contenant un sous-groupe de Borel de G °. 
Remarque. Les "paraboliques" de G construits par [DM2] (cf. ddfini- 
tion 1.4) sont les normalisateurs dans G des sous-groupes paraboliques de 
G ° . En particulier, ce sont des sous-groupes paraboliques de G au sens de 
la d6finition prdcedente 6.1.1. Cependant, un sous-groupe parabolique 
de G au sens de la d6finition 6.1.1 n'est pas forcdment un "parabolique" 
au sens de [DM2]. I1 est contenu (en gdndral strictement) dans un "para- 
bolique" ayant m6me composante neutre. 
Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note U son radical 
unipotent: U est le radical unipotent de P°. Soit L 0 un sous-groupe de Levi 
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de P°. On pose L = Np(L0). A lors  (cf. par  exemple, [DM1], corol laire 
1.18), onaL  ° =LONG ° =L  0 ,e t  
P=LKU.  
D~F1NITION 6.1.2. Avec les notat ions ci-dessus, on dira que L est un 
sous-groupe de Levi du sous-groupe parabol ique P. 
On appel lera sous-groupe rdgulier de G tout sous-groupe de Levi d 'un 
sous-groupe parabol ique de G. 
Dt~FINITION 6.1.3. On apel lera quasi-sous-groupe de Borel de G tout 
normal isateur  d'un sous-groupe de Borel  de G °. 
On appel lera quasi-tore maximal de G tout sous-groupe de Levi d 'un 
quasi-sous-groupe d Borel  de G (en effet, un quasi -sous-groupe d Borel  
est un sous-groupe parabol ique).  
Remarque. Un quasi-sous groupe de Borel  ( respect ivement un quasi- 
tore maximal)  de G au sens de la d6finition 6.1.3 est un "Bore l"  (respec- 
t ivement un " tore")  au sens de [DM2], d6finit ion 1.2. 
DI~FINITION 6.1.4. Si T ° est un tore maximal de G ° , on appel lera 
groupe de Weft de G relat ivement h T ° et on notera WG(T ° ) le groupe 
quot ient Nc(T ° ) /T  ° . 
Soit T ° un tore maximal de G ° et soit B ° un sous-groupe de Borel  de 
G ° contenant  T ° . On note T le normal isateur,  dans G, du couple (T ° , B ° ). 
Ators Test  un quasi-tore maximal de G, de composante neutre T ° . D 'aut re  
part, 
WG(T °)  = T/T  ° ~< WGo(T°).  
Soit o- e 6 F. On notera G(o-)  le sous-groupe de G engendr6 par G ° et 
o-. C'est un sous-groupe rdgulier F-stable de G. 
PROPOSITION 6.1.5. On suppose que cr ~ G F induit un automorphisme 
quasi -centra l  de G ° . Soit Tun  quasi-tore maximal F-stable de G(o-). Alors 
il existe un G(o-)e-conjugud T 1 de T contenant o-. De plus, (T~) ° est tm tore 
maximal F-stable de (G~) ° . 
L'application qui, h la G(~r)F-classe de T, associe la (G~)°F-classe de 
(T~) ° est bijective. Par suite, l 'ensemble des G(o-)V-classes de quasi-tores 
maximaux F-stabIes de G( o- ) est en bijection avec H i (F ,  W ° ~ ), oit W ° est le 
groupe de Weyl de G ° relativement ~ un tore maximal F-stable et o--stable 
( il en existe toujours d'aprOs [DM2], proposition 1.36(#)). 
Preuve. Cf. [DM2], proposit ion 1.40. | 
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(a) 
(b) 
(c) 
de G ° . 
6.2. Groupes non connexes et automorphismes quasi-centraux. On va 
commencer ce paragraphe n montrant  que le groupe G est le produit de 
sa composante neutre par un sous-groupe F-stable dont les 616ments 
induisent des automorphismes quasi-centraux de G ° . Plus pr@is6ment, on 
a le  lemme suivant. 
LENME 6.2.1. Soit B ° un sous-groupe de Borel F-stable de G ° et soit T ° 
un tore maximal F-stable de B ° . On pose T = Nc(T ° , B ° ). Alors il existe un 
sous-groupe ferm~ F-stable A de T udrifant les trois conditions uiuantes: 
G = G ° .A, 
A C3 G ° est contenu clans le centre de G ° , 
Les dldments de A induisent des automorphismes quasi-centraux 
Prem,e. On note • le syst~me de racines de G ° relativement ~ T ° et 2~ 
la base de qb relativement ~a B °. Pour tout o~•qb,  on note U~ le 
sous-groupe unipotent de G ° associEe ?a o~. On note ~b l 'automorphisme d
X(T ° ) tel que, pour tout x ~ X(T ° ), on ait 
F(x )  = q4)(x) .  
Alors 4~ permute les racines de G ° relativement h T °. On choisit une 
famille d' isomorphismes (x~: • ~ U~)~,  telle que, pour tous ~ • q5 et 
¢: • ~, on ait 
~x(~) = x~( M ~).  
On pose 
A = {o-•  T IVo, • A, V~: ~ n:, ~(~)  = x,,~o)(~)}. 
Alors A est F-stable et A ¢~ G ° = Z, oh Z d6signe le centre de G ° . D'autre 
part, G = G °.A. En effet, il suffit de montrer  que T = T ° .A. Soit donc 
o -•  T. Pour tout a • A, il existe c~ • F × tel que ~x~(~) =x~(~)(c~s e) 
pour tout ~ ~ ~. I1 existe alors un 616ment  • T ° tel que ~(t)  = c a pour 
tout ~ • 2~. On a alors par construction o-t-J • A. 
Pour finir, d'apr~s [DM2], d6finition-thEor~me 1.15(v), les 414ments de A 
induisent des automorphismes quasi-centraux de G °. | 
On reprend les notations du lemme 6.2.1 et on se fixe un sous-groupe A 
de T satisfaisant les conditions (a), (b), et (c) du lemme 6.2.1. On note A le  
groupe quotient G/G ° . On a un morphisme surjectif A ~ A. 
Soit Pun  sous-groupe parabol ique de Get  soit L un sous-groupe de Levi 
de P. On suppose que Les t  F-stable. On note A L le sous-groupe de A 
image de L par le morphisme compos6 
L ~ G/G ° ~ A 
et on note A L l ' image r~ciproque de A L dans A. 
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PROPOSITION 6.2.2. On suppose que A est ab6lien et que G F = G ° F.AF. 
Alors il existe un dldment g E G ° F tel que gL (et donc gP) contienne AF. 
Preuve. Par d6finition de AL,  et  compte tenu du fait que G F = G ° F.AF, 
l'orbite du couple (L°,P °) sous G °F est stable sous AFL. D'apr~s la 
proposition 5.4.3, il existe un 616ment g ~ G ° F tel que g(L ° ,P° )  soit 
AF-stable. Puisque NGo(P °) = poet  Npo(L °) = L °, on en d6duit que gL 
(et donc gP) contient A F. | 
6.3. Foncteurs de Lusztig dans les groupes non connexes. Soit Pun  
sous-groupe parabolique de G, et soit U son radical unipotent. Soit L 
un sous-groupe de Levi de P. On suppose L rationnel. On pose 
Yu = {g ~ Gig ~F(g) ~ U}. 
S'il y a ambigu'it6 on notera yG OU encore Yu ~' F la vari6t6 Yu- Le groupe 
G F agit par translation h gauche et le groupe L F agit par translation h 
droite sur Yu. On note H*(Y U) le GF-module-L F virtuel 
H~*(Yu) = E ( -1)ZH~(Yu,Qt)  • 
On construit h partir du bimodule virtuel H*(Y U) des foncteurs entre les 
groupes de Grothendieck ~G F et ~L  F notSs: 
R G . ~L F --+~G p 
LcP  
*R G . j~G F --~ 5 /L  F 
LcP -  
oh H*(Yu) v d~signe le dual de H*(Y U) (c'est un LF-module-GF). Les 
deux foncteurs RGcp et *RLGcp induisent des foncteurs entre les espaces 
de fonctions centrales ~(L  ~) et ~(GF), toujours notes RLGcp et *RG,p. 
Les formules les d~crivant sont les suivantes. 
PROPOSITION 6.3.1. Soient A et T deux fonctions centrales ur L F et G F 
respectiuement. Alors, 
1 
RLGcp(A) (g) -  ]LFI Y'~ Tr ( (g ,x - l ) ,H* (Yu) )A(x ) ,  
x~L F 
1 
*R~e(T) ( l  ) - IGF I  ~ Tr ( (y - I , I ) ,H~*(Yu) )T (Y ) ,  
y~G F 
pour tous g ~ G F et l ~ L F. 
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Preuve. Cf. [DM1], proposition 4.5. | 
Les foncteurs R~LcP et *R L c eG sont appel4s respectivement les fonc- 
teurs d'induction et de restriction de Lusztig. Ils d6pendent a priori du choix 
du sous-groupe parabolique P dont L est un sous-groupe de Levi. 
Remarque. Les foncteurs d'induction et de restriction de Lusztig ont 
tout d'abord 6t6 construits par Lusztig (cf. [L1]) dans les groupes r4ductifs 
connexes. Ils ont ensuite 6t6 g~ndralis~s au cas des groupes non connexes 
par Digne et Michel (cf. [DM2]). La d4finition pr4cddente g4n6ralise un 
tout petit peu la d4finition de Digne et Michel (cf. remarque suivant la 
d4finition 6.1.1). Le lien entre les deux d4finitions est donn6 par la 
proposition suivante. 
PROPOSITION 6.3.2. Soit L un sous-groupe F-stable de G contenant G ° . 
Alors Les t  un sous-groupe parabolique de G et un sous-groupe de Levi de 
Mi-m~me. De plus, 
et  
R~,  L = Ind~f 
, G v 
~RLGcL = ResLF. 
Preuve. En effet, dans ce cas-lfi, le radical unipotent de L est r~duit ?~ 
, F 1 ~l~ment neutre. Or, la vari~t6 Y(I~ est ~gale ?~ G . Par suite, H* (Ym) est 
isomorphe, en tant que GF-module-L F, a QzG F munie des actions na- 
turelles de G F 5 gauche et L F ?~ droite (cf. par exemple, [DM1], proposition 
10.8(i)). ! 
PROPOSITION 6.3.3. Soient Pet  Q deux sous-groupes paraboliques de G 
tels que P c Q. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de Pet  soit M un 
sous-groupe de Levi F-stable de Q contenant L. 
Alors P O M est un sous-groupe parabolique de M dont L est un 
sous-groupe de Levi. De plus, 
et  
RGcp G = RMcQ ORLMcPnM,  
* G _ ,R  M *R~ . RLcp  -- LcPNM o cQ 
Preuve. On note U le radical unipotent de Pet  V celui de Q. I1 est 
facile de voir que P n M est un sous-groupe parabolique de M (car il 
contient P° N M ° qui est un sous-groupe parabolique de M ° ), de radical 
unipotent UNM=UNM °, et dont un sous-groupe de Levi est L. 
Compte tenu des propri~tds de la cohomologie l-adique (cf. par exemple, 
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[DM1], proposition 10.10), il suffit de montrer que l'application 
M ~ y~ : Yv G X M F Yu n M 
(g ,x )  ~+g~ 
M est un isomorphisme de vari6tds, off Yv a ×MF Yu • M d6signe le quotient de 
M la vari6t6 produit Yv ~ × YUnM par M r, Faction du groupe M F 6tant 
d6finie de la mani~re suivante: 
m.(g,  x) = (gin -1, mx), 
pour tous m ~ M F, g ~ Yv G, et x ~ Y~n M" I1 SUffit de montrer qu'elle est 
bien d6finie, injective, et surjective. 
Soient g ~ Yv aet  x ~ YUnM. On a alors 
(gx) 1F(gx)=x l (g - l F (g ) )x .x - l F (x ) .  
Or, x- l (g - JF (g ) )x  appartient 5 V (car x ~ M et g- iF (g )~ V) et 
x IF(x) ~ U C~ M. Par suite, 
(gx) ' F (gx)  ~V. (UC3M)  =U 
(cf. [DM1], proposition 2.1(iii)). L'application q~ est donc bien d6finie. 
M Soient (g, x) et (g' ,  x ' )  dans Yv a × Yu n M tels que gx = g 'x ' .  On a alors 
g' lg=x 'x  1.Onposem =x'x  1 .0nag=g'm,x=m- lx ' ,e tm ~M.  
On a alors 
g-*F (g)  =m l (g ' - i F (g ' ) )m.m- lF (m) ,  
ce qui implique que V A V.m- lF (m)  est non vide, c'est&-dire que, 
F(m) = m. Par suite, pes t  injective. 
Soit y ~ Y~. I1 existe u dans U N M et v dans V tels que y-  ~F(y) = vu. 
D'autre part, d'apr~s le thdor~me de Lang, il existe un 616ment x de M tel 
que x- iF (x )= u. Alors xvx ~ ~ V, donc il existe g darts G tel que 
g 1F(g) = xvx -1. Par suite, (gx)- lF(gx)  = y- iF (y) ,  donc on trouve g '  
G F tel que y = g'gx. Or, g'g ~ Yv a et x ~ Y~n M, ce qui montre que q~ 
est surjective. | 
Le dernier r6sultat de ce paragraphe concerne le cas off le sous-groupe 
parabolique P est lui aussi F-stable. On obtient alors une description plus 
simple du foncteur de Lusztig R~p,  analogue au cas des groupes con- 
nexes. D'ailleurs la preuve en est analogue et donc sera omise. 
PROPOSITION 6.3.4. On suppose que le sous-groupe parabolique P est 
F-stable. Alors le morphisme naturel re: pF  ~ L F est surjectif, et on a 
G F 
= 
pour toute fonction centrale A sur L F. 
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6.4. Caract~res unipotents de groupes non connexes. On peut d6finir 
aussi pour les groupes non connexes la notion de caract~re unipotent. 
DgFIN~TION 6.4.1. On appelle caract~re unipotent de G ~ toute com- 
posante irr6ductible d'un caract&re (virtuel) RTGo c B °(1), O~ T ° est un tore 
maximal F-stable de G (c'est&-dire de G ° ) et B ° est un sous-groupe de 
Borel de G ° contenant T °. 
On notera ~(G F, 1) l 'ensemble des caract~res irr6ductibles unipotents 
de G f. 
LEMME 6.4.2. Soit 3' un caract~re irrdductible de G F. Alors T est unipo- 
tent si et seulement si 3' est une composante irrdductible d' un 
G F o IndGo~ 3' , 
o{t y ° est un caract&re unipotent de G ° F 
Prem,e. Si T ° est un tore maximal F-stable de G (c'est-~-dire de G ° ) et 
B ° est un sous-groupe de Borel de G ° contenant T °, on a 
G F R~o ~Bo = IndGoe R~: c,o.  
Or, le foncteur de Lusztig RT~ c u one  d6pend pas du sous-groupe de Borel 
B ° , donc le foncteur de Lusztig RGo • Bone d@end pas non plus de B ° . Par 
consdquent, dans cette preuve, on notera RTGo le foncteur RTaO • Bo 
On se fixe un sous-groupe de Borel F-stable B] de G ° ainsi qu'un tore 
maximal F-stable T~ de B]. On note W ° le groupe de Weyl de G ° 
relativement ~t T~. Pour tout w ~ W ° , on notera T~ un tore maximal 
F-stable de G ° de type w. I1 r6sulte de [L2], proposit ion 3.12, que 
1 
= £ dim(RTC~ (1))RTai(1). d im(y° )y  ° IWOl w~W o 
y° ~(G °F,1) 
Par cons6quent, 
1 
£ d im(y  ° ) Ind~F y ° = £ d im(R~ (1) )R~; (1 ) .  
o~¢C¢(GOF 1 ) IW° l  y W~° 
Cela montre que si 3' est une composante irrdductible d'un 
G F To , Ind GO 
oh y ° est un caract6re unipotent de G ° F, alors Y est unipotent. 
R~ciproquement, si Y est unipotent, alors, par d6finition, 3' est une 
GF w composante irrdductible d'un caractbre Indao~ RTa~(1) pour au moins un 
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w ~ W ° (cf. proposit ions 6.3.3 et 6.3.2). Par cons6quent, il existe une 
composante irr6ductible 30 de R~i(1) telle que 3` soit une composante 
G F o ~ • ' • o irr6ductible de Indoor 3` . Par definition, y est unipotent ce qui termine 
la ddmonstration. | 
La proposit ion 6.4.3 ci-dessous est bien connue lorsque G est connexe: 
la g6n6ralisation au cas non connexe est imm6diate. 
PROPOSITION 6.4.3. Soit Z un sous-groupe f rmd connexe central F-stable 
de G. Alors l'application aturelle 
1) 1) 
est bijective. 
Preuve. On note ~r: G F ---) GF/z F l 'application canonique. Si 3` est un 
caract~re unipotent de GF/z F, alors, d'apr~s le lemme 6.4.2, 3` est une 
GV-Z e o To composante irr6ductible de IndGof~zF 3` , O~1 est un caract~re unipo- 
tent de G ° F/zF. Or 3` o "77" est une composante irr6ductible de 
/ . l lUG ° F /zF  o 7"i" = o 
donc 3` o ~- est un caractSre unipotent de G r car 30 o ~r est un caract~re 
unipotent de G ° t  (cf. par exemple, [DM1], proposit ion 13.20). Donc 
l 'application 
~(GF/Z  ~, 1) -~ ~(GF ,  1) 
est bien ddfinie. Elle est de plus injective. I1 reste ~ montrer  qu'elle est 
surjective. 
Soit 3' un caract~re unipotent de G F. I1 suffit de montrer  que y(z) = y(1) 
pour tout z ~ Z F. D'apr~s le lemme 6.4.2, il existe un caract~re unipotent 
o G F 3`0. y de G °F tel que I/ soit une composante irr6ducible de Ind~oP Or, la 
proposit ion 6.4.3 est vraie si G est connexe (cf. par exemple, [DM1], 
proposit ion 13.20). En particulier, elle est vraie pour G ° . Par suite, on a, 
pour tout z ~ Z r, 3, ° (z)  = 30 (1). Puisque Zest  central dans G, on a bien 
y(z)  = 3`(1) pour tout z ~ Z F. ] 
7. CARACTERES UNIPOTENTS DE PRODUITS  EN 
COURONNE DE GROUPES L INI~AIRES 
Cette section et la suivante 8 sont consacr~es ?~ l '6tude des caract~res 
unipotents d'un groupe non connexe G produit semi-direct d'un sous- 
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groupe rdgulier rationnel d'un groupe lindaire par un groupe permutant 
ses composantes irr6ductibles. 
Dans cette section est 6nonc6 le th6or~me 7.3.2. La preuve de ce 
th6or~me ne sera fare  que dans la section suivante 8. Au cours de cette 
preuve, on fera le lien entre l'6tude des caract~res unipotents de Get  la 
descente de Shintani des caract~res unipotents du groupe lindaire (cf. 
thdor~me 8.3.3) en adoptant le m~me point de vue que Digne (cf. [D]). 
Avant de prouver le th6or6me 7.3.2, on en d6crira d'abord dans cette 
section quelques consequences. En particulier, on 6tablit que tous les  
caract~res unipotents de G sont des combinaisons lindaires explicites de 
caract~res de Deligne-Lusztig gdn~ralis~s, ce qui permettra dans la 
derni~re partie de cette section de calculer l'induction de Lusztig des 
caract~res unipotents (cf. thdor~me 7.6.1) en utilisant simplement la transi- 
tivit6 de ces foncteurs d'induction (cf. proposition 6.3.3). 
7.1. Notations. On note G ° le groupe 
G ° = f i  (GL~,(~) X--- × GL~,(F)),  
i -1  
d z fols 
oh les n i et les d~ sont des entiers naturels non nuls (1 < i < r), et on note 
F0: G ° --* G ° l 'endomorphisme d Frobenius d~fini par 
F0((g~l . . . .  'gtd~)l<i<_r) = (g[q)'''''g}q,))l<_i<_r' 
Off, pour tout g,j ~ GL,,(I-), g}q) d6signe la matrice d6duite de gij en 
6levant chaque coefficient 5 la puissance q (1 <_ i <_ r, 1 <_ j < di). 
Le groupe @,l~ × "'" × @e~ opSre sur G ° par permutation des com- 
posantes. On se fixe un 616ment o- de @dl × "'" × ~dr" On notera F 
l 'endomorphisme de Frobenius 6gal h o-/~o. On se fixe un sous-groupe 
o--stable A de @ dl × "'" × @~" On note G le groupe 
G=G° NA.  
Alors G est un groupe r~ductif, non connexe si A est non trivial, et sa 
composante neutre est G ° . On prolonge l 'endomorphisme d Frobenius F 0 
de mani~re triviale sur A. Alors A res t  le centralisateur de o- dans A. 
On a 
G F = G °F MA r. 
Le but de cette section est de d~crire les caractSres unipotents de G r. 
LEMME 7.1.1. Les dldments de A induisent des automorphismes quasi- 
centraux de G ° . 
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Preuve. Soit a ~ A. Pour montrer que a induit un automorphisme 
quasi-central de G °, on peut se ramener, par produits directs, au cas oh 
r = 1 et oh a = (1 , . . . ,d l ) .  On posera pour simplifier n = n 1 et d = d 1. 
Alors l'application GL~(~ c) ~ G ° 5, g ~ (g . . . .  , g) est un isomorphisme 
de groupes alg6briques. Donc dim(G °~) = dim GLn(B c) (= n2). 
Soit g = (gl . . . .  , gd)E  G °. I1 suffit de montrer que dim(G°) ~°adg _ 
dim GLn(~). Pour cela, posons H = CGL,,(~:)(gd... g l  ). Alors l'application 
H--> (G°)  ~°adg 
h ~ (h,g:xg'-'h .. . . .  ~h)  
est un isomorphisme de groupes alg6briques, ce qui prouve le r~sultat. | 
Compte tenu du lemme 7.1.1, on pourra appliquer tousles r6sultats de 
la section 5. 
Pour tout 1 < i _< r, on notera T,, (respectivement B,, ) le tore maximal 
(respectivement le sous-groupe de Borel) de GL,(~-) form6 des matrices 
diagonales (respectivement triangulaires up4rieures). On notera T 1 (re- 
spectivement B] ) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel) 
= 1:I × T,,,) 
i - l~__  
d, fols 
(respectivement 
B~ = [-i (B~ ×"" ×B,~,) ) 
l--1 
d~ fols 
de G ° : ils sont tous deux F-stables. 
On notera W ° le groupe de Weyl de G ° relativement 5 T~, et W le 
groupe de Weyl de G relativement h T~. On a alors 
W=W°NA.  
On notera b l 'automorphisme induit par F sur W. 
Remarque. Si Best  un quasi-sous-groupe d Borel de Get  si T est un 
sous-groupe de Levi F-stable de B (c'est-~t-dire un quasi-tore maximal de 
G contenu darts B), il r~sulte de [DM2], proposition 2.3 et th~or~me 4.5 
(formule de Mackey pour un quasi-tore maximal et un sous-groupe de Levi 
d'un sous-groupe parabolique de G) que le foncteur de Lusztig RT G c B ne 
d@end pas du quasi-sous-groupe d  Borel B. On le notera donc par la 
suite RT G. De m~me, on notera * R~ le foncteur *R G c ~. 
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7.2. Caract~res unipotents de G ° F. Pour tout w ~ W ° , on notera T~ un 
tore maximal F-stable de G ° de type w. Soit 1" un caract~re irr6ductible 
de W ° F. On notera X le caract&re irrdductible de W ° invariant sous F tel 
que X ~ = X avec les notations du lemme 2.2.2. On notera ~ l'extension 
canonique de X h W ° ;~ (q5) (cf. ddfinition 2.3.3). On pose 
1 
o= E 
Rx IWOl w~w o 
G ° F o S'il y a ambigu'/tO, on notera Rx G° ou encore R x la fonction eentrale R x 
dOfinie ci-dessus. 
THt~OR~ME 7.2.1 (Lusztig-Srinivasan [LS], thOorSme 2.2). Pour tout 
caract~re irrdductible X de W ° F o R x est un caract~re irrdductible (unipotent) 
de G ° F. De plus, l' application 
I r rW °F --. ,~(G° F, 1) 
o 
x~R x 
est bijectit,e. 
7.3. Extension de caract~res unipotents de G ° F. Soit a E A F. On notera 
G(a)  le sous-groupe de G engendr6 par G ° et a, et T l (a )  le quasi-tore 
maximal T 1 ;~ (a )  de G(a) .  Si w ~ W ° ~, on notera Tw(a) un quasi-tore 
maximal F-stable de G(a)  dont la classe de G(a)~'-conjugaison est associde 
h la classe de F-conjugaison de w par la proposit ion 6.1.5 relativement au 
tore maximal (TI~) ° de G ~. 
Soit X un caract~re irr6ductible de W ° s. On notera AF(X) le stabilisa- 
teur dans A F de X et WF(X)  le stabilisateur de X dans W F. Si a ~ Ms(X), 
on notera, comme dans le lemme 2.2.2, X~ le caractSre irr6ductible de 
(w°F)  ~ associ6 h X. Puisque a et F commutent,  X est un caract~re 
a-stable de W ° , et donc il lui correspond, par le lemme 2.2.2, un caract6re 
irrdductible X ~ de W ° ~ stable sous F. Toujours puisque F e ta  commu- 
tent, le caractSre X~ est le caractSre associ6 h X~ par l'application 
(Irr W ° ~)F~ irr(WO~)S d~finie dans le lemme 2.2.2 (remarquons que 
(WoF)~ = (W o ~)s!), c'est-h-dire (X~)e = X~ (cf. lemme 2.2.4). 
Pour finir, on notera ~ l'extension canonique de X~ au produit 
semi-direct W °~ x (&).  
Le stabilisateur, dans A e, du caract&re unipotent R x de G ° pest  6gal 
AF(x ) .  On pose alors, pour tous g ~ G ° e e ta  ~ AS(X) ,  
1 
- iWO,~[  Y'~ ~(w&)R~2) (1) (ga  ). (7.3.1) 
w c W  °a  
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THt~OR~ME 7.3.2. Soit X un caractkre irrdductible de W ° F. A IoFs  Rx est 
un caractbre irrdductible de GF(X) et sa restriction h G ° pes t  dgale h R ° X" 
D~FINITION 7.3.3. On dira que /?x est l'extension canonique de R x. 
Comme annonc6, on prouvera le th6orbme 7.3.2 dans la prochaine 
section 8; on va d'abord en d6velopper les consdquences (param4trage des 
caract6res unipotents de G F et description du foncteur de Lusztig). 
7.4. Paramdtrage des caract~res unipotents de G F. On notera J (G  ° F NF) 
l'ensemble des couples (y°, ~), oh 3, ° est un caract~re unipotent de G ° F 
et ~ est un caract~re irrdductible de AF(T °), le stabilisateur de y° dans 
A F. Le groupe A F agit sur J (G  ° V At),  et on notera J (G  ° F, A F) l'ensem- 
ble des orbites de A r dans oU(G°F, AF). Si ( ' y° ,~)~(G°F ,  AF), on 
notera 7 ° * ~ l'orbite de (yo, ~). 
Pour finir, si To est un caract~re unipotent de G ° F, on notera ~, son 
extension canonique ?~ Gr(y  ° ) = G ° F :~ Ae(yo  ). 
On a une bijection 
3(WOe,  A F) _ )y (G  o F, A F) 
(7.4.1) 
o 
D'autre part, l'application 
j (G  ° A 1) 
G F 
y° , ~ ~ IndGF(<)(y ® ~:) 
(7.4.2) 
est bijective. 
Des bijections (2.4.3), (7.4.1), et (7.4.2), on d6duit une bijection Irr W F 
,,gf'(G F, 1) que l'on notera 
(7.4.3) 
Irr W F -'-> ~(G F, 1) 
r--Rv=R =R  F 
= R G G ~ Si X * ~ ~ J (W ° F, AF), on notera aussi R x ~ ¢ x * ~ = Rx * ~ le caract~re 
RG. ~, c'est-~-dire, 
(7.4.4) G F Rx~ ~ = Ind~(x)(R x ® ~ ). 
Remarquons pour terminer que 
G F G ° = IndG°~ Rx E ~:(11 RG X*~" 
~ Irr AF( x ) 
(7.4.5) 
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7.5. Transformation de Mellin. On 6tend la bijection (7.4.3) en une 
application lin4aire 
~(W F) ~ Q,~(G F, 1) 
f~  R f=R" f  =R~ ~. 
On notera, pour tout X * a ~ J  A(W° F, AF), t~x. ~ (OU Rx , ~ 0u Rx. ~^G~ 
s'il y a ambigffit6) la fonction centrale R?~. o. En d'autres terms, on a 
kx .~ = E ~( a )Rx .e .  (7.5.1) 
~:~ Irr Ae(X) 
Le lemme suivant est l'analogue, dans ce contexte, du lemme 2.5.2. 
LEMME 7.5.2. (a) Soit X * ~ E J (  W°F, AF)  • Alors, 
1 
acAF(  x ) 
(b) (Rx~ ~)x~ ~J~Lw °F A% est une base orthogonale de Qlg'(G F, 1). 
On a, pour tout X * a ~ J V ( ~(z° F, A F ), 
o ,  = I. 
(c) On suppose A ab61ien. Soit X * a ~ J r  v (W o F A F) et soient g 
G ° F et ~ ~ A F. Alors, 
Rx~ (g~) = / fA~(x)lG'l(g~)' si ~ = p ,  ! 
~ O, sinon. 
7.6. Induction de Lusztig. Compte tenu du fait que l'on a r6ussi ~t 
4crire tousles caract~res irrdductibles de G F comme combinaisons lin4aires 
de caract~res de Deligne-Lusztig, il va ~tre facile de calculer le foncteur 
d'induction g6neralisde de Lusztig RL~c p: Ql~(L e, 1) ~ Ql~(G F, 1), Otl L 
est un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique P de G. 
II va falloir cependant faire une hypothbse, qui ne sera utilisde que dans ce 
paragraphe. 
Hypothbse. On supposera que A est abdlien. 
Remarque. Puisque toutes les fonctions appartenant h Qz~(L F, 1) sont 
uniformes, le foncteur de Lusztig R~e:  Qlg~(LF, 1 )~ QI~(GF, 1) ne 
d6pend en fait pas de P. On le notera REG. 
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On note A L le sous-groupe de A image de L /L  ° par le morphisme 
compos4 
L /L  ° ~ G/G ° ~A.  
D'apr~s la proposition 6.2.2, il existe un 616ment g ~ G ° F tel que gL (donc 
gP) contienne AFL . On supposera donc par la suite que L contient AFL . 
D'autre part, d'apr~s le corollaire 5.4.2, il existe un tore maximal 
F-stable et A/-stable T L de L ° ainsi qu'un sous-groupe de Borel F-stable 
et AeL-stable B]~ de L ° contenant T L (on utilise ici le fait que A est 
ab61ien). 
On note U le radical unipotent de P. Alors U est AFL-stable. Par suite, le 
° K G ° AFL-stable. Par cons6quent, ilsous-groupe de Borel B L U de est 
- i ~ F o 
exlste un element g de (G "%) tel que 
g(T~, B] ) = (T L, B]~.U) 
(cf. corollaire 5.3.2). Alors g- iF (g )  appartient h NGo(T ~). On note w I sa 
classe dans W ° . Puisque g centralise A F L, l'616ment w~ de W ° centralise 
aussi A/ .  
On notera W~ (respectivement W L) l'image via ad g-1 du groupe de 
Weyl de L ~ (respectivement L) relativement h T[" c'est un sous-groupe de 
W ° (respectivement W). Via ad g - l ,  le morphisme de Frobenius agit 
comme wt4~. On remarquera que, puisque w~ est centralis6 par A e L, on a 
Aw~F = AF. 
L 
THI~OREME 7.6.1. Soient X un caract~re irrdductible du groupe W L"'~e et 
o~ un dldment de AF( X) = A"£~F( X). On dcrit 
]ndw£ %w~6 X ~ = ~ n~ l~ ~, 
(e  (lrr w°r )  ~ 
o{~ les n c sont dans QI. Alors, 
L~ ~- 
(e  (Irr W ° F)~ 
Remarques. (1) Si X est un caract~re irrdductible de W ~wle alors L , 
Xl ~ et le r6sultat du th6or~me 7.6.1 pour a ^L = RL(Rx  ~ 1) est bien connu. En 
effet, 
^L = Ind[(~ L° Rx * 1 Rx , 
et le r6sultat d6coule alors de la transitivitd des foncteurs d'induction de 
Lusztig (cf. proposition 6.3.3), de la proposition 6.3.2, et du lemme 3.1.1. 
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(2) Compte tenu du (b) du lemme 7.5.2, le th6orbme 7.6.1 d6crit bien 
le foncteur induction 
R~: ~,~(L '~, ~) -, ~z~((~ ' , ~). 
Preuve. On commence par rappeler le lemme suivant. 
LEMME 7.6.2 (Digne-Michel). Soit f une fonction centrale sur L ~. Alors, 
G ~ G Resg( . /Re( f )  = E DG(a)  D~of iL  y .f 
:3~A~/A F 
1 
~X/~L(a) XXC~:L(a)F J .  
~A F 
Preuve. C'est un cas particulier de la proposition 2.3(i) de [DM2]. | 
Puisque /~L, ~ a son support darts L ° F.a (cf. proposition 7.5.2(c)), la 
fonction RL~(/~L, ~) a son support darts G ° F.a. Par suite, pour montrer le 
th6orbme 7.6.1, il suffit de montrer que 
G F G ^L ReSG(a)F RL(Rx.~)  --_ GF 
(~ (Irr W ° F)~ 
(7.6.3) 
D'aprbs le lemme 7.6.2, on a 
G F p.es <o: 
_ r,G(~,) [R~:L  v 
__  G(a)  '~L v 1F E R~L(~)(Res~L(~/ m'~d ~LFe  (X)~[f~LF(x)]]t3X* os JJ 
[ALl p~A~ 
/'t3L(o') | F E F . . . .  PL(a) F k l"¢J'~X * o~ ] IALI pcA~ ~ IAL( x)l ~A~ 
1 v" RC(~) [ 1 R~.~LF(x)ij~LF(x)] ) 
"ycA F ~A F k 
= ~ "'~c(~'/ IAF(x)I  , c ( . : (  ~x*~ :f': 
B~.4 F \ 
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Or, pour tout fi ~ A F, on a 
R~o~LF( x){ I~/3LF( X)] 
IAf(x)] 
-- E )(a(/3-1(WW1)C/}})R~'rL~(:?w~,)(~)( I~), 
Iw~ °1 w~o 
oh, pour tout w ~ W ° ~, 1, d6signe la fonction sur Tw(a) F 6gale h 1 sur 
oF Tw(a) .a et nulle en dehors. Finalement, 
G F ReSC~,)F R~ (/~xL, )  
1 
E IWLO~I E )(a(fi-I(ww1)~)R~TL(~()wl)(cQ(la)" (7"6"4t 
~A F wc~V~ a 
D'autre part, si ~ est un caract~re irr6ductible de W ° F invariant sous a, 
on a, par un calcul analogue, 
G F ~G 
G F G F kGF(~)  = ReSG(~)F IndGF(() ~* 
1 
~cA F 
1 
: E iwoo  t E 
13~A F wcW°"  
/ 3-1 G(o:) 1 ~( w4')RTw(o)(o). 
Compte tenu de la formule (7.6.4), il suffit, pour montrer la formule 
(7.6.3), de prouver que, pour tout /3 ~ A F, 
1 
E Iw~ °1 wcw~o 
/3 1 
1 ;. [/3-1Wf)~RG(,~} r 1 
Iw°~l t~{]rrWO,~)o w~W°(,~) 
Pour cela, on peut supposer que /3 = 1, et le r6sultat d6coule du lemme 
3.1.1. I 
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8. PREUVE DU THt~OR]EME 7.3.2 
8.1. Deux remarques. Les deux r6sultats suivants d6coulent de [DM2]. 
LEMME 8.1.1 (Digne-Michel,  [DM2], proposit ion 4.12). On a/~1 = 1GF" 
Ce lemme montre que, lorsque X est le caract&re trivial de W ° F, alors le 
th6or~me 7.3.2 est vrai. 
LEMMA 8.1.2. Soit X un caractOre irrdductible de W °F. Alors 
(R  x,Rx)Ge(x ~= 1. 
Preuve. On a 
(R  x , Rx}GF(x) 
1 
-- Rx, ReSGoF~ RX)c°F~ 
a ~AF(X) 
o~AF(x)  w~W °~ 
w~EW °~ 
1 
- E IAF( X)l 
=1,  
G F G F ) X(ReSGoe ~ i~c,(~) t l ) ,ResGoF ~ ~,c~) /1))go % • "Tw(a)\ J- * 'T  ,(oe)\ 
la troisihme 4galit4 r4sultant de [DM2], proposition 4.8. I 
Par ailleurs, on sait que la restriction de/~x h G ° F est 6gale 5R~,  donc 
il suffit, pour montrer le th6orhme 7.3.2, de montrer que R X est un 
caract~re virtuel de GF(x).  
8.2. Rdductions. Par produits directs, on peut supposer que r = 1. De 
plus, on peut supposer que A est le centralisateur de o- dans@ d~ et donc, 
toujours par produits directs, on peut se ramener au cas oh toutes les 
orbites de o- (dans Ial) ont m4me longueurs. 
Donc pour simplifier, on notera d = dl, /It = rt 1 et on notera e l 'ordre 
de o-. Alors e divise d (on 4crit d = ke) et on peut m~me supposer que 
or= (1 , . . . ,e ) (e  + 1 . . . . .  2e) . . . ( (k -  1)e + 1 . . . .  ,ke).  
Pour tout 1 < i _< k - 1, on notera s i l'614ment de A ~gal h 
s i = (( i  - 1)e + 1,ie + 1)( ( i  - 1)e + 2, ie + 2) . . .  ( ie , ( i  + 1)e).  
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On notera C le sous-groupe de A engendr6 par s~ . . . .  ,Sk_ ~ et B le 
sous-groupe de A form6 des 616ments de A stabilisant outes les orbites 
de or. On a alors 
C - -  ~k ,  
k 
B - -  , 
A =BNC.  
Via ces isomorphismes, Faction de C sur B se traduit par l'action de ~k 
sur (7//e7/) k par permutation des coordonn6es. D'autre part, on remarque 
que A F = A ,  B F = B,  et C e=C.  
8.3. Preuve du thdor~me 7.3.2 lorsque e = d. On suppose dans ce 
paragraphe 8.3, et dans ce paragraphe seulement, que d = e. Dans ce cas, 
on a A = Bet  C = {l}. De plus, A est engendr6 par o- et donc A agit 
trivialement sur W °~= W °~. Par consdquent, A stabilise tous les 
caract~res irr6ductibles de W ° F et donc tous les  caract~res unipotents 
de G °F  
Soit L~ un sous-groupe de Levi standard e GL~(F) (standard relative- 
ment fi T~ et B~). On note L ° = L~ × -.- × L~ (d lois) et L = L ° NA. 
Alors Lest  un sous-groupe r6gulier F-stable de G. On notera W e (respec- 
tivement W~ ) le groupe de Weyl de L (respectivement L ° ) relativement 
~t T 1. 
LENME 8.3.1. Soit X un caract~re irrdductible de W L F. On dcrit 
m o F 
Indw~r X = ~ n~,~ r, 
r~ I r r  W ° F 
o{¢ les nc sont des entiers naturels ( ~ ~ Irr W ° F). Alors 
G ~L RL(R )= E 
£'~ I r r  W ° F 
Preuve. I1 suffit de le prouver pour les restrictions 5 G°F.o -' (oh 
i ~ 77). Cela rdsulte alors de la transitivit6 des foncteurs de Lusztig (cf. 
proposition 6.3.3) et des lemmes 3.1.1 et 3.2.1. En effet, le lemme 3.2.1 
montre que 
I _ .~W ° ~'fl,  
~" ~ I r r  W ° F 
pour tout i ~ 7/(remarquons que l'action de 4~ sur W ° est 6gale ?~ l'action 
de o--1). | 
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COROLLAIRE 8.3.2. Pour tout caract~re irrdductible X de W ° r, la fonction 
centrale Rx est un caractbre irrdductible (unipotent) de G F dont la restriction 
o h G ° F est R x. 
Preuve. Compte tenu du lemme 8.1.2 on a vu qu'il suffisait de montrer 
que/~x est un caract~re virtuel. En utilisant les lemmes 8.1.1 et 8.3.1, c'est 
une consdquence du fait que tout caract~re irr4ductible du groupe sym4tri- 
que est combinaison lin4aire, h coefficients dans Z, d'induits du caract~re 
trivial 5 partir de sous-groupes paraboliques (cf. IF]). | 
Avant de continuer la preuve du th6or~me 7.3.2, on va expliciter le lien 
entre le r6sultat pr6c6dent et les rdsultats ur la descente de Shintani des 
caract~res irr4ductibles du groupe gdn6ral in6aire. 
On notera G~ le groupe lin4aire GL,,(F), et on notera F0: G~ ~ G~, 
g ~ g(q). L'application 
d GO F r d" Gff ° -+ 
g ~ (g, g(q) . . . .  , g(qd 1)) 
est un isomorphisme de groupes. D'autre part, si g ~ vn~Fg, alors ra(Fo(g)) 
=~-lra(g). Par suite, r d se prolonge en un isomorphisme de groupes, 
toujours not6 
Td: G2 "g N (~b O) --~ G F 
off &0 d6signe l'automorphisme d G Fg induit par F 0. 
F a Soit g ~ G,,°. D'apr~s le th6or~me de Lang, on trouve x ~ G, tel que 
g = x- lFo(x) .  Alors g' = Fod(x)x 1 ~ Fo G~ , et l'application qui, ?~ la &0- 
F~ classe de g dans Gn , assocae la classe de conjugaison de g' dans G F° est 
bien d6finie et est bijective. On la note 
m(eo, Cl(@). 
On identifie l'espace des fonctions sur HI(Fo,  rJ G,, ) avec l'espace 
~(Gffg.~b0) des fonctions centrales sur Gffg.qS0 . De m~me, on identifie 
l'espace des fonctions sur CI(G, 5°) avec l'espace g'(Gff °) des fonctions 
centrales sur G if°. La bijection N~j/F ° induit alors un isomorphisme 
d'espaces vectoriels not& 
appelde descente de Shintani de Fd 1 h F o. 
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D'autre part, l ' isomorphisme r e induit un isomorphisme r~*" 
F a ~(g oF.~ 1) _+ ~(Go.~bo), f ~ fo  %. On pose 
Sh = r2 -1 oShFg/F0: ~(Gff °) ~ ~([ J °F .o ' - I )  
de sorte que l'on a un diagramme commutatif: 
~(G~o) Sh F°d/F°, Fcl ~(%o.4,o) 
l 
~,(GO F. 0 . 1) 
Soit X un caract&re irrdductible de W ° F. Si on note W, le groupe de 
Weyl de G~ relativement h T~, alors on a un isomorphisme naturel 
WO F = W~. De plus, F 0 agit trivialement sur W~, et donc le caract6re X 
d6finit un caract~re irr6ductible de W, F0 = W~ que l'on notera X~. Par 
consequent, on peut aussi d6finir un caract~re irrdductible unipotent R G. Xn 
de 
THgORgME 8.3.3. Soit X un caractOre irrdductible de W ° F. Alors, 
Sh(R~2,) a~ = Res oF. _~ Rx .~G 
Preuve. D'apr~s [DM2], th6or~me 5.6, il existe un racine d ~me de l'unit6 
~" telle que 
G F Sh(R~",, ) : ~" Res,o F.~-~ Rx .~ a
G n 1 G n D autre part, on a, par @finition, Sh(Rxn )(o-- ) = R x (1), donc il suffit de 
montrer que R~(1)  = R~(cr- 1) ou encore que R~[(I') = R~(o-). 
Or, d'apr~s [DM2], thdor~me 4.13, on a, pour tout w ~ W ° ~, 
G(o-) RT~(~)(1)(o-) = R~T°[r (1)(1),  
ce qui montre le r6sultat. 1 
8.4. Fin de la preuve du thdor~me 7.3.2. On revient aux notations du 
paragraphe 8.2. On notera H le  sous-groupe de G 6gal h G ° ;a B. Alors H 
est un sous-groupe distingu4 F-stable de G, de m~me composante neutre, 
et G est le produit semi-direct H >~ C. D'autre part, H est un produit 
direct de groupes isomorphes aux groupes consid6rEs dans le paragraphe 
pr6c6dent 8.3. Donc le th6orhme 7.3.2 est valide pour It. 
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On notera H e le groupe G du paragraphe pr6c6dent 8.3 ( lorsque d = e). 
Alors on a H=H e×. . .×H e (k fo i s )  et le groupe C= @k agit par  
permutat ion  des composantes.  
Soit X un caractare irr6ductible de W ° f'. A lors  X est invariant par B, 
c 'est -Gdire B(X)  = B, et donc A(X)  = B ;~ C(X) .  D 'aut re  part, comme 
on l 'a fait remarquer , /~n est un caract~re irr6ductible de I-I F. Le thdor~me 
7.3.2 r4sulte alors du lemme suivant. 
LEMME 8.4.1. t~ G~( x~ est l' extension canonique h GF(x)  (au sens de la x 
"n de H F. ddfinition 2.3.3) du caract~re irMductible R x 
Preuve. On note /5 l 'extension canonique 5 GF(x )  du caract6re 
irr6ductible /~  de H e. I1 suffit de montrer  que, pour  tout 3' ~ C(X)  et 
pour  tout h ~ l i~, on a 
= 
Encore en ra isonnant par  produits  directs, on peut  supposer que X est 
invariant sous C et que 7 = s l . . .  s~_ 1 (cf. notat ions du paragraphe 8.2). 
F k On 6crit h = (h i , . . . ,  h k) ~ (H e ) . On note ~- l'616ment de H e corre- 
spondant ~t o- dans le cas off d = e, de sorte que l 'on peut  identif ier o- e H 
o o avec ( r , . . . ,  7-) ~ He ~. I1 existe a 1 . . . . .  a~ darts 7/ et h 1 . . . .  , h k dans He F 
tels que 
V1 <_i<k,  h i=h°,7- a'. 
On posera /3 = (~-a~ . . . . .  7-~k) et h ° = (h'l °, . . . .  h i )  de sorte que h = h°/3 .
Quitte ~t remplacer /37  par 
"7" a" - -a3  7" a2- -  7" a2- -  -. ak ) - -1 (1 ,7  a ,  ~ . . . .  , -.. ak ) /3 ,} / ( ] ,7  . a27- - -ae - -a  3 . . . .  , 
: (7 - ° ,1  . . . .  ,1 )z ,  
(off a = al + .-- +a~),  on peut  supposer,  et ce sera fait par  la suite, que 
a 2 . . . . .  a k = O. 
On note ~-v: l iFT + (Hr )  F l 'appl icat ion d6finie dans le lemme 2.2.1. Ici, 
on a 
¢rv(h ) = (h ' ,  . . . .  h ' ) ,  
k fois 
oil 
o o o a 
h '  = h k . . .hzh17"  . 
On posera h '° = h°~.., h~h 1 et G(h)  ° = (h '° ,  . . . .  h '°) .  On a alors Try(h) 
= %(h)°o- L 
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On notera aussi p~ le caract~re irr6ductible de (nv)  F associ6 h /5 par la 
proposit ion 2.2.2. On a alors 
= 
D'autre part, par d6finition, 
1 
t~2(hy)  = IWO¢~, I E ~(wd) )R~(~g~(1) (hT)  . 
W ~ W ° fly 
Le groupe W ° v est stable par l 'action de o- donc au caract6re irrdductible 
Xv de W °~ est associ6 un caract~re (X~)~o de (W°D ~°. De plus, (X~)~o 
est invariant sous F et on notera (~)~ son extension canonique h 
(W°V) ~° >~ (F ) .  
On peut alors v6rifier que 
o -o ) 
1 
o E 
° 
oh Tw(o-~) d6signe un quasi-tore maximal F-stable de G(cr ~)~ associ6 h la 
F-classe de w dans (W ° D °-°. 
On v&ifie alors le lemme suivant. 
LEMME 8.4.2. (a) On a W ° ~v = (W o~)~°. 
(b) On a ~ = (~)~, .  
(c) Pour tout w ~ W ° ¢~, T~.(o -~) = T~(/3"),) ~. 
(Pour le (c), on v6rifie que Tw(/37) ~ c G(o -~) et que o -~ ~ Tw(/3,/)~; en 
effet, (/3,/) k = o -~ et (/3,/)  ~ = (o-~).) 
Compte tenu de ce lemme, il suffit, pour montrer le lemme 8.4.1, de 
prouver que, pour tout w ~ W ° ¢~, on a 
G(¢~) RG(¢.),g]~/~r th,~ o RTwcfi,~(1)(hT) = T-(~), ,~ , ,  , ~a) .  (8.4.3) 
On note X la vari&6 des sous-groupes de Borel de G °. Si w ~ W °, on 
note X(w) la sous-vari4t6 de X form6 des sous-groupes de Borel B ° de G ° 
tels que F(B ° ) soit en position w par rapport h B ° . 
LEMMA 8.4.4 (Digne-Michel,  [DM2], proposition 5.3). Soit w ~ W ° ~.  
Alors, 
RG( p~ ( 1~ (h°[3y) = Tr(h°f iy,  H*  (X(w) )  ). T,~( fiT)\ ~/t  
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On notera X 7 la vari4t4 des sous-groupes de Borel  de G ° ~ (compte tenu 
de [DM2], d6f init ion-th4orhme 1.15, la varidt4 X ~ est isomorphe h la 
sous-varidt4 de X form6 des sous-groupes de Borel  de G ° stables sous y, 
ce qui justif ie la notation).  Pour w ~ W ° ~, on notera X~(w) la sous-vari6t4 
de X ~ form6 des sous-groupes de Borel  B 1 de G °~ tel que F (B] )  soit en 
posit ion w par rapport  ?a B]. Compte  tenu du lemme precedent  8.4.4, il 
suffit de montrer  le lemme suivant. 
LEMME 8.4.5. Soit W ° ~ = (W ° ~)~°. On a 
Tr(h°~y,  H~* (X(w) ) )  = Tr (~(h)  ° ~ ,  Hc* (X~(w) ) ) .  
Preuve du lemme 8.4.5. Soit B ° ~ X(w). On 6crit B ° = (B] . . . . .  B~), oh 
B~ est un sous-groupe de Borel  de H~ (on remarque que G ° = (He)k). 
Alors on consid~re l 'appl icat ion 
0: X (w)  -~ X , (w)  ~ 
( o B ° ~ (B] × -.- × B] )~, .  (B~ × ... × B~) 
k fois k lois 
Alors 0 est un lsomorphisme de vari6t4s. 
On a alors 
o( '° . . . .  = . . . . .  11) 
= 0("~°m,h~B1, . . . ,h~B~)  
= (hi ~°, '4 ..... hl)~0 (B] . . . . .  B~ ),  
oh ~ ddsigne l 'automorphisme X~(w) k ~ X~(w) k, (B 1 . . . .  , B~) ~ (Bk, Bp 
. . . .  B~_ ~). Par la formule de Ki inneth, on a 
= Tr (h2  . . .  h~hl'r ~, H,* (X ' (w) ) .  
Cela termine a preuve du lemme 8.4.5 et donc la preuve du lemme 8.4.1. | 
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